The GAME

Ubungsaufgaben 2 - Lésung

Aussagenlogik

Aufgabe 1
Was ist eine Aussage?

Losung: Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, dem ein eindeutiger Wahrheits-
wert zugeordnet werden kann. Als sprachliches Gebilde kann hierzu auch die Mathematik
dienen.

Aufgabe 2
Welche der folgenden sind Aussagen und wie lautet die negierte Aussage?

a) Die Sonne scheint.

b) Der Fernseher ist aus.

d

)
)
c¢) Kleiner Otter.
)y<zx
)

e) r—=2

LGsung:
a) Aussage; "Die Sonne scheint nicht.”

b) Aussage; ”Der Fernseher ist an.”

)
)
c¢) keine Aussage.
d)

Keine Aussage. Es wird erst zu einer, wenn fiir = und y konkrete Werte vorliegen.
Nur fiir y < x kann kein Wahrheitswert ermittelt werden.

e) Keine Aussage.

Aufgabe 3

In der Aussagenlogik geht es ja u.a. darum, Aussagen zu verkniipfen und den Wahrheits-
wert der verkniipften Aussage zu ermitteln. Fiir die Verkniipfung von Aussagen stehen
verschiedene Logik-Operatoren, auch Junktoren genannt, bereit. Wie heiflen diese, wie
schreibt man sie in der Mathematik und wie sieht die Wertetabelle aus?



Loésung: Hierbei sind nur die aus den Folien. Weiter unten in den Aufgaben sind
noch zwei zusétzliche Junktoren eingefiihrt worden.

1) NICHT / NOT / Negation; A oder —

AlY
0]1
110

2) UND / AND / Konjunktion; A

Y
0
0
0
1

0
1
0
1
3) ODER / OR / Disjunktion; V
B

A Y
0 00
0 111
1 01
1 1|1
4) XODER / XOR / Antivalenz; &
A B|Y
0 0[0
0 111
1 01
1 110
Aufgabe 4

Mathematiker fithren ja v.a. beweise durch. Dabei sind Beweise logische Schlussfolge-
rungen. Man nimmt also eine Aussage her und aus dieser schlussfolgert man solange
mit wahren Aussagen, bis man das zu Beweisende hergeleitet hat. Dadurch, dass nur
wahre Aussagen verwendet werden ist die Mathematik korrekt (so ziemlich als einzige
Wissenschaft [neben der Informatik]). Die Schlussfolgerungen fuBen dabei auf der so-
genannten (materiale) Implikation. Die Implikation ldsst sich folgendermafien in Worte
fassen "Wenn ..., dann ...”. Die Implikation soll uns an anderer Stelle nochmal etwas
genauer begegnen. Doch hier wollen wir einfach mal einen sehr kleinen Beweis fiihren.
Beweise folgende Aussage:

Das Quadrat einer geraden natiirlichen Zahl, ist wieder gerade (und umgekehrt).

Lésung: Mathematisch ausgedriickt: n gerade = n? gerade.

n gerade & n = 2s = n? = (25)? & n? = 45> = 2. (25?) & n? gerade



Aufgabe 5 - Zusatz

Aufgabe 4 ist eigentlich gar nicht schwer - aber sehr kurz. Der Beweis hier ist immer
noch kurz, aber etwas ldnger, als der aus Aufgabe 4. Deshalb ist es Zusatz. Beweise
folgende Aussage:

V/2 ist irrational

Hinweis: Das umgekehrte Resultat aus Aufgabe 4 wird hier bendtigt.

Losung: Nehmen wir an, /2 wire rational, dann existiert ein Bruch § € Q mit p
und ¢ teilerfremd.

2
va=Loo_

q q
=p°=2¢"
A p gerade
=p=2s
= p? = (25)% = 45*
= 4s* = 2¢°
= ¢° = 25

A q gerade

Wenn aber ¢ und p gerade sind, dann sind die nicht teilerfremd, wie vorausgesetzt. Also
muss das Gegenteil gelten und /2 ist irrational (Siche Aufgabe 8).

Aufgabe 6

Kommen wir zur Implikation zuriick. Die Implikation ist erfahrungsgeméfl am Anfang
nicht so leicht, denn es gibt eine Zeile in der Wahrheitstabelle, die vielen erst mal Kopf-
schmerzen bereitet. Das Zeichen fiir die Implikation ist =. Nehmen wir uns mal ein
Beispiel her und leiten uns die Wahrheitstabelle fiir die Implikation her:

A = Das Wetter ist gut.
B = Ich gehe ins Freibad.

In Worten ist A = B: Wenn das Wetter gut ist, dann gehe ich ins Freibad.

Jetzt nehmen wir an, das Wetter ist gut und ihr seht mich im Freibad. Dann habe
ich offensichtlich nicht gelogen. Wenn schlechtes Wetter ist und ihr seht mich nicht im
Freibad, dann ist ja auch irgendwie alles gut. Wenn schlechtes Wetter ist, aber ihr seht
mich dieses Mal im Freibad, dann fragt ihr euch vielleicht, warum zur Holle man bei
schlechtem Wetter schwimmen geht, aber gelogen hab ich nicht. Ich gabe ja nur gesagt,
was ich mache, wenn gutes Wetter ist, nicht aber wenn schlechtes Wetter ist! Lediglich,
wenn gutes Wetter ist, ich aber nicht im Freibad bin, dann hab ich gelogen! So ein
Drecksack, was?



Zusammengefasst ergibt sich folgende allgemeine Wahrheitstabelle:

A B|A=B
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

In Worten heifit das, dass wenn ihr aus wahren Aussagen falsche Aussagen folgert, dann
ist das einfach falsch! Also wenn ihr folgert 1 +2 = 3 = 1 = 3 dann stimmt das
wohl offensichtlich nicht, weil 1 # 3 gilt! Wenn ihr aber 4 ist prim = 2 -5 = 10 habt,
dann stimmt das doch. 4 ist prim ist offensichtlich falsch, aber 2 -5 = 10 ist wahr, also
ist die Aussage wahr. Achso {ibrigens, die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht! Also
A = B ist nicht unbedingt das Gleiche, wie B = A (siehe nichste Aufgabe)! Naja, also
lassen wir das. Hier mal ein paar konkrete Implikationen, fiir die ihr den eindeutigen
Wahrheitswert ermitteln kénnt:

a) Die Sonne ist der néichste Planet zur Erde = Pluto ist kein Planet

b) Eine Flasche ist nach dem Trinken voller als davor = Kreuzberg liegt neben
Schonefeld

) 2=4=32=5

d) 34 #35=18—1=17

Aufgabe 7

Nun, es gibt Aussagen, die zu keiner Zeit stimmen, und es gibt Aussagen, die im-
mer stimmen. Ersteres nennt man wunerfillbar und letzteres ist allgmeingiltig. Allge-
meingiiltige Aussagen nennt man auch Tautologie. Alles dazwischen heifit schlicht und
einfach erfillbar. Fine Tautologie ist also immer wahr? JA! Das bringt uns mal etwas
weiter und wir kommen zur Aquivalenz, als Zeichen <. In Worten sagt man ”A ist
dquivalent zu B” oder, v.a. in der Mathematik zu finden: ” A genau dann, wenn B”.
Vielleicht erinnert ihr euch noch an das XOR, das auch Antivalenz heifit. Warum das so
ist, werden wir jetzt sehen.

Bei der Antivalenz ist die Gesamtaussage nur dann wahr, wenn ausschliellich eine der
beiden Aussagen wahr ist, also mit Wahrheitstabelle ausgedriickt:



e o = ol
—_

quivalenz-Operator ist dazu Gegenséatzlich:
A B

1

0

0

1
Und das gilt immer! Wie war das? Wenn etwas immer gilt, dann ist das eine Tautologie?
Konnen wir das mit einer Wertetabelle mal zeigen? JA! Wir kénnen mit einer Wahrheits-
tabelle beweise fithren! Ubrigens ein Teil der Kiinstlichen Intelligenz beschéftigt sich mit
automatischen Beweisern. Die machen dann im Grunde nichts anderes, als Logik und
mit Wertetabellen Beweise fithren. Nun aber zur Wahrheitstabelle. Zu zeigen ist folgende
Aussage: (A @ B) & (A < B). Dazu werden wir die Aussagen einzeln aufschreiben und
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dann zusammen setzen:
A B|A¢B|A¢B|A< B|(AeB)< (A< B)
0 O 0 1 1 1
0 1 1 0 0 1
1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 1 1

Das gilt also immer! Streng genommen sind A @ B und A < B Formeln fiir sich. Wenn
wir in der Aussagenlogik Aussagen iiber Formeln machen (Metalogik), dann wére die
korrekte Schreibweise (A @ B) = (A < B). Aber das = bedeutet gerade, dass die beiden
Formeln genau dieselben Modelle haben, also unter den gleichen Interpretationen wahr
sind (sieche Aufgabe 9). Und das ist genau dann der Fall, wenn (A® B) < (A < B)
eine Tautologie ist. Deshalb ist das hier in Ordnung fiir uns.

Fiithrt nach obigem Schema mit folgenden Aufgaben durch und zeigt diese Tautologien:

a) (A= B) & (AV B)

b) (A= B) < (B= A)

c) (A=B)AN(B=A)< (A< B)
d) (AV(AAB)) <

Ubrigens diese vier Tautologien sind wichtig. a) ist die Implikation mit den ” Grundope-
ratoren” ausgedriickt (Mit den Operatoren A, V und NOT, kann man in der Aussa-
genlogik alle Aussagen verkniipfen, d.h. es ist ein vollsténdiges Set Operatoren fiir die
Aussagenlogik). ¢) zeigt die Beziehung zwischen Implikation und Aquivalenz. Etwas ist
Aquivalent, wenn es in beide Richtung impliziert werden, also wenn B aus A und A aus
B folgt. ¢) heifit Kontraposition und ist das Grundprinzip fiir den indirekten Beweis,
eine Beweismethode der Mathematik. d) nennt sich Absorption.



LGsung:

A B|A=B|AVB|(A= B)< (AVB)
0 0 1 1 1
a) 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1
A B|A=B|B=A|(A= B)& (B=A)
0 0 1 1 1
b) 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1
A B|A=B|B=A|(A=B)ANB=A)|(A&<B)|(A=B)AN(B=A)< (A< B)
0 0 1 1 1 1 1
¢) 0 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1
A B|ANB|AV(AANB)|(AV(AANB)) <= A
0 0 0 0 1
d 0 1| o0 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 1
Aufgabe 8

Tautologien miissen nicht zwangsldufig durch Aquivalenzen entstehen. Zeige, dass fol-
gende Aussage auch eine Tautologie ist:

(A= B)AB)= A

Diese Tautologie nennt sich Widerspruch und ist Grundlage des Widerspruchsbeweis
(Aufgabe 5 ist ein Widerspruchsbeweis, sofern man den Beweis wie Euklid gefiihrt hat).

(Anmerkung: Sowohl die Kontraposition, als auch der Widerspruch fihren zu einem Wi-
derspruch! Beides sind also Widerspruchsbweise, es gilt also quasi Widerspruchsbeweis
= indirekter Beweis! Es sind also nur zwei Arten, wie man einen Widerspruchsbeweis
angehen kann.)

LGsung:
A B|A=B|(A=B)AB)|(A=B)AB)= A
0 0 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 1 1 1
1 1 1 0 1




Aufgabe 9

Wir haben jetzt ganz schon viel Handwerkszeug, um aus zusammengesetzten Aussagen
Wahrheitswerte zu ermitteln. Wir nehmen nun noch eine Variable mit hinzu. Ubrigens:
Eine Zeile einer Wahrheitstabelle wird Interpretation genannt. Die Wahrheitstabelle ist
also eigentlich nichts anderes, als alle moglichen Kombinationen der Wahrheitswerte der
Variablen (alle Interpretationen) aufgelistet. Eine Wahrheitstabelle fiir zwei Variablen
sieht also irgendwie so aus:

A BlY
0 0]
0 1
1 0
11

Wie sieht aber eine Wahrheitstabelle aus, die 3 (A, B und C) oder 4 (A, B, C und D)
Variablen hat? Konstruiere diese mal.

LGsung:
A B C D|Y
0 0 0 O
0 0 0 1
0 0 1 O
A B C|Y 0 0 1 1
0 0 O 0 1 0 O
0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0O
a) 0 1 1 b) 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 1
1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 0 1 1
1 1 0 0
11 0 1
1 1 1 0
1 1 1 1
Aufgabe 10

Nachfolgend sind noch ein paar Aussagen, deren Wahrheitstabelle ermittelt werden soll.
Achte dabei auf die Rechenregeln: "UND vor ODER” und ”ODER vor Implikation”.
Aber Klammern natiirlich vor Allem!

a) ANBVC
b) AV(BAC)=C
c) C& BABVA



d) A VBVAANC = BAA

L6sung:

A B C|AV(BAC)=C

0

— O

— O

O

A B C|ANBVC

0

— O

— O

O

A B C|AVBVAANC=BAA

0

— O

— O

S

A B C|C&BABVA

0

— O

— O

O



